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Vorwort

Die vorliegenden Unterlagen dienen als Erganzung zur Lehrveranstaltung
~Systemdynamik” (4 Std Vorlesung), die ich fur Studierende aller technischen
Studiengange an der Hochschule Heilbronn anbiete. Die Inhalte werden nicht in
einem vollstandigen Manuskript dargestellt. Es werden nur die wesentlichen
Beziehungen und Zusammenhange in einem Abstrakt zusammengefasst. Dieser
Umdruck kann weder ein einschlagiges ausfuhrliches Lehrbuch noch die Prasenz in
der Lehrveranstaltung ersetzen. Es liegt lediglich eine die eigene Vorlesungsmitschrift
erganzende inhaltliche Zusammenfassung vor, die bei der Vorbereitung auf die
Prifung und fir das Gesamtverstandnis hilfreich sein kann.

Die Lehrveranstaltung setzt eine Grundlagenvorlesung der klassischen
Regelungstechnik voraus, die Ublicherweise die Betrachtung von Regelungssystemen
im Frequenzbereich abdeckt. Die inhaltlichen Schwerpunkte dieser Lehrveranstaltung
liegen auf dem Gebiet der Zeitbereichsmethodik. Die Behandlung von dynamischen
Systemen mit den Zustandsraumverfahren steht im Mittelpunkt der theoretisch
methodischen Wissensvermittlung. Die Effizienz und Leistungsfahigkeit dieser
Verfahren bei der praktischen Anwendung im Berufsalltag steht und fallt mit der
Beherschung leistungsfahiger Entwicklungstools auf einem Digitalrechner. Im
Ubungs- und Laborbetrieb wird das in der Regelungstechnik weitverbreitete Tool
MATLAB/Simulink eingesetzt. Es wird von Anfang an mit den einzelnen aufeinander
abgestimmten und verzahnten Elementen der Lehrveranstaltung (Vorlesung, Ubung,
Laborprojekt) angestrebt, eine ganzheitliche Betrachtungsweise eines gesamten
Entwicklungsprozesses in den einzelnen Schritten Modellbildung, Analyse, Synthese,
Simulation und Realisierung gemaf der Ubersicht auf dem Deckblatt zu erreichen.
Die Beherrschung der Theorie und die Fahigkeit der effizienten, praktischen
Umsetzung und Realisierung der methodischen Erkenntnisse sind wesentliche
Merkmale eines gut ausgebildeten, zukunftsorientierten Entwicklungsingenieurs.
Durch die universelle Anwendbarkeit der vorgestellten Verfahren auf alle technischen
Gebiete wird eine disziplinubergreifenden Systemdenkweise gefordert, die die
Flexibilitat des Einsatzes in verschiedenen Anwendungsbereichen enorm vergroRert
und ausgezeichnete Zukunftchancen in einem sich hoch dynamisch verandernden
technischen Umfeld erdffnet. Mit Sicht auf ein ganzes Berufsleben wird sich nur der
Teil des Wissen als sinnvoll, effizient und auf Dauer tragfahig erweisen, der auf
naturwissenschaftlichen unveranderbaren Grundlagenprinzipien aufgebaut ist. Es
steht dabei nicht im Mittelpunkt der Ausbildung, moglichst viel Faktenwissen mit hoher
Aktualitat aber mit extrem geringer Halbwertzeit zu lernen, sondern es ist sehr viel
wichtiger die Zusammenhange methodengestutzt zu verstehen. Es wird in dieser
Lehrveranstaltung versucht, diese Grundsatze verstarkt zu verfolgen.

Prof. Dr. K. Wolfmiiller
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1 Ubersicht

Systemdynamik

ist ein methodisches Grundlagengebiet auf dem die Automatisierungstechnik bzw. die
MeR-, Steuerungs- und Regelungstechnik aufbaut.
Fachubergreifende Ingenieurdisziplin in der

» Elektrotechnik, Elektronik

» Nachrichtentechnik, Informationsverarbeitung

e Maschinenbau, Fahrzeugtechnik, Antriebstechnik
e Produktionstechnik

» Verfahrenstechnik, Energietechnik, Anlagenbau

e Chemie

e Luft- und Raumfahrt

Aufgabenstellung und Zielsetzung:
Modellierung, Analyse, Synthese und Realisierung technischer Systeme und
Komponenten mit definiertem Zeitverhalten und ‘optimaler” Dynamik.

Eingang Physikalisch-technischer Ausgang
Ursache, Prozess Wirkung,
Erregung Antwort

p - Eingangsgrofen g - AusgangsgrofRen

System

(Zustand)

Modellierung

Abbildung des dynamischen Verhaltens eines Systems oder einer Komponente mit
Hilfe mathematischer Modelle im

e Zeitbereich (Variable ist Zeit t)
==> reelles Modell: Differentialgleichungssystem (DGL-System)

Ubersicht — | 1-1
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Spezielle Klasse der Linearen Systeme:
==> Inhomogene, gewodhnliche lineare Differentialgleichungssysteme in
verschiedenen Darstellungsformen

Mathematische Modelle

(n)

a,-y +an_1~y(n71)+...+a1-y+a0~y = bm-u(m)+...+b1-u+b0‘u

Zeitbereich

Bildbereich

kontinuierliches System
in Zustandsdarstellung:

x = Ax+ Bu
y = Cx+Du

L

kontinuierliches System

-t

Laplace-

Transformation

» Ubertragungsfunktion:
Y(s) = G(s)-U(s)
P

diskretes System in
Zustandsdarstellung:

x[k + 1] = Fx[k] + Gu[k]
y[k] = Cx[k] + Du[k]

L—l

Partial- bzw. Polynomform

diskretes System
Ubertragungsfunktion:

Y(z) = G(2)-U(2)
z/ z z

Partial- bzw. Polynomform

Analyse

gegeben: Eingang, System

Synthese

gegeben: Eingang, Ausgang

Realisierung

gesucht: Ausgang

gesucht: System

Technische Umsetzung des Systementwurfs unterstutzt durch Hardware in the Loop-

Konzepte (HIL)

Ubersicht
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2 Modellierung im Zustandsraum

Abbildung des physikalischen Prozesses in einem mathematischen Modell

i Storgrofien
Stell- Ausgangs-
grofen gréfen
Physikalischer U ————Cphysikalischer - 4
Prozess :
Up Yq
System-
verhalten z(t) Storvektor
Mathematisch Eingangsvektor Innerer Ausgangsvektor
athematisches Systemzustand x(t)
Modell U(t) — (X1 s oy X0 ) - V(1)
n - Zustandvariablen
2.1 Einfuhrung von ZustandsgrofRen
Innerer Energiezustand wird beschrieben mit n - Zustandsvariablen, die ein
r - Stérgréssen
Z4 ¢ . #z,
U1 Innerer Zustand Y1
p - Eingdnge - (X oeer Xpy) * g -Ausgange
u. n - Zustandsvariablen '
p Yq

Koordinatensystem bzw. den Zustandsraum bilden. Die Anderung des Zustands:

==> Nichtlineares Modell in Zustandsdarstellung ( Zustandsgleichungen )
(Kurzschreibweise in Vektorform: allgemeinste Modellform im Zeitbereich)

x = f(x, u, z,t) Zustandsvektordifferentialgleichung xe X

y = g(x,u,z,t) Ausgangsvektorgleichung

Modellierung im Zustandsraum —P 2-1
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Nichtlineares Strukturbild (Blockschaltbild):

z(1) |
u(® Y X(1) ) Y y()
__>I_> f(x,u,z,t) | p— g(X,u,Zz,t) | p—

Lineare Systeme (Spezielle Klasse):
Besondere Bedeutung fur methodische Behandlung, da abgeschlossene
Systemtheorie verfugbar. (Werkzeug: Matrizenrechnung)

Matrizenschreibweise der Zustandsgleichungen fir ein allgemeines System mit
Systemordnung: n
Anzahl der Eingange: p
Anzahl der Ausgange: q

A -x+B-u Zustandsdifferentialgleichung

.
I

Zustandsgleichungen
y = C-x+D-u Ausgangsgleichung — g g

) Systemmatrix

) Eingangsmatrix
C(q,n) Ausgangsmatrix

) Durchgangsmatrix

Strukturbild der linearen Zustandsgleichungen:

P D
u‘ X X y
B P C
A<I

Modellierung im Zustandsraum —| 2-2
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Eigenschaften der Zustandsdarstellung

* Innere Systemstruktur (Kopplungen) leicht Gberschaubar

» MehrgroRRensystem geschlossen darstellbar

» Optimale Aufbereitung fir Verarbeitung mit Digitalrechner

e Ldsung der Zustandsgleichungen geschlossen moglich

 Stabilitat, Steuerbarkeit, Beobachtbarkeit exakt definiert

« Ubergang zur klassischen Frequenzbereichsdarstellung relativ einfach

MIMO-System (Multiple Input Multiple Qutput) ==> MehrgroRensystem

— System :y[>

Spezialfall:

SISO-System (Single Input Single Qutput) ==> EingroRensystem: p = 1,q = 1

° 4| System Y

Es gibt grundsatzlich verschiedene Wege ein Zustandsraummodell aufzustellen

Zustandsraummodell

Direkt aus den physikal. Aus bereits vorhandenen Modellen

Gleichungen im Zeitbereich / \

(2) (3)
Ubertragungsfunktion Strukturbild

Modellierung im Zustandsraum — 2-




Systemdynamik B0~
Prc¥ Dr. K. Wolfm%er ]_H“]_.

2.1.1 Modellbildung direkt im Zeitbereich

Beispiel: Bildung eines Zustandsraummodells eines linearen Systems n-ter Ordnung
mit einer Eingangsgrofie und einer Ausgangsgroide.

Gegebenes Modell: Inhomogene lineare DGL n-ter Ordnung

(n)

Y e Ly

Vi +a,-y+ag-y=b,-u™+. . +b -i+by-u

mit: n>m Kausalitatsbedingung

In einem Zustandsraummodell dirfen keine Ableitungen des Eingangs u explizit
auftreten. Man muss deshalb hier auf die Modellierung von Systemen mit zeitlichen
Ableitungen des Eingangs verzichten

==> Daraus ergibt sich hier die Einschrankung (b, =b, = .. =b_ =10)

(n) (n—

==>y "ta,_ -y 1)+...+al-y+ao-y =by-u

1.Schritt: Wahl der Zustandsvariablen

X =y algebraische Ausgangsgleichung

X| =X, =Y n Differentialgleichungen 1.0rdnung

_ =1
yl’l

==> Eine Differentialgleichung n-ter Ordnung ist immer darstellbar in
n Differentialgleichungen 1. Ordnung

Modellierung im Zustandsraum —| 2-4
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2.Schritt: Ordnen in Matrizenschreibweise

X1 0 1 O 0 X1 0
X, _ |10 0 1 0 X| 4 0 u
...... 1
X —3) =3 =3 . =3, | |x,| |[bo

x = A-x+b-u Zustandsdifferentialgleichung

y = ¢ x Ausgangsgleichung

2.1.2 Modellbildung aus einer Ubertragungsfunktion

... S. Vorlesung

2.1.3 Modellbildung aus einem Strukturbild

... S. Vorlesung

Modellierung im Zustandsraum
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2.2 Zustandsgleichungen und Ubertragungsfunktion

L

Modell im —> Modell im
Zeitbereich Laplace - Transformation Bildbereich

- T

L

( Variable: t reell) ( Variable: s = 8+j-® komplex )
Xx=A-x+B-u s-X(s)-x, = A-X(s)+B-U(s)
y=Cx+D-u Y(s) = C-X(s) +D - U(s)
x(ty) = X mit X(s) = L{x(t)}:

U(s) = L{u(t)};

Y(s) = L{y(t)}
L Laplace Operator

Umformung im Bildbereich

(s-I-A)-X(s) = x,+B-U(s)

> X(s) = (s-1-A) " -xy+(s-1-A) " -B-U(s)

Mit d(s) = (s- I—A)_l Transitionsmatrix im Bildbereich
=

Y(s) = C-(s-1-A) ' -x,+C-(s-1-A)" -B-U(s) + D - U(s)

Vorteil: algebraische Gleichung
--> 2 Anteile:  Anfangswertterm (Homogener Losungsanteil)
Anregungsterm  (Inhomogener Losungsanteil)

Far
x, = 0 ergibt sich:

Y(s) = (C-(s-1-A) " -B+D)-U(s)
mit der Ubertragungsmatrix (Frequenzgangmatrix fiir s = j- o )

GG)=C-(s-T-A) " -B+D

Modellierung im Zustandsraum —| 2-6
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Existenzbedingung

s_all _a12 cee _aln
—a S—a P
det(s-I-A) = 21 2 n 20
—ad, —d,y ... S—3a,,

-->  Nennerpolynom n-ter Ordnung von G(s)

N(s) = det(s-I1-A) = sn+an71 S +a;-s+ta,
entspricht dem charakteristischen Polynom

det(h-T—A) = A"+a,_-A" '+ . +a -A+a,

der Systemmatrix A

--> charakteristische Gleichung det(A -I-A) = 0 liefert n Nullstellen 2, ...

(n Eigenwerte)

==> Eigenwerte der Systemmatrix A sind identisch mit den Polen der
Ubertragungsfunktion (N(s) = 0)
(Vorsicht: eventuell kann Pol durch Nullstelle gekurzt werden;
Anzahl der Pole < Anzahl der Eigenwerte )

Spezialfall: SISO-System (p =1,q=1 )

_Z(s) _ bm-sm+bm71-sm_1+...+b1-s+b0

G(s) =
= ~1
N(s) s"+a, st +...ta;-s+a,
_ (s=2zy) - (5—2y)...-(s—z,)
(s=s;)-(s=85) ... (s—s,) m<n
Modellierung im Zustandsraum —>
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2.3 Modelliibersicht

Zeitbereich (Zeitvariable t)

Ein- Ausgangsdgl. (SISO): komplexe Ubertragungsfunktio

kontinuierlich .
I b0+bls+ ...+bms

+ .. tay+ agy =

G(s) = — =
b, (m)-i- .. thju+byu agta;s+t..tas
)
Laplace
Zustandsdarstellung (MIMO): Ubertragungsmatrix: G(s)

x = A-x+B-u Zustandsdgl. Y(s)= G(s)U(s) = (C (sI—A)_l B+1))[_J(s)

y=C-x+D-u Ausgangsgl. Transitionsmatrix  ¢(s)

Abtastsystem (zeitdiskret ) =P 7 - Ubertragungsfunktion
= -1 —(m—1
x[k+1] = F-x[k]+ G - u[K] Z-Transf. o gz .tz ( )

y[k] = C-x[k]+D - u[k] 1+flz_ +...+fn_lz_ B

( Zeitdiskretes Abtastsystem )

Modellierung im Zustandsraum —» 2-8 —P»
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3 Analyse im Zustandsraum

3.1 Einfiihrung wichtiger Grundbegriffe

3.1.1 Eigenwerte

Eigenwerte ). sind Systemparameter (nur abhangig von Systemmatrix), die

1

die Eigendynamik des Systems charakterisieren (==> homogene Lésungen).
Ausgehend von der linearen Transformation

A-x =A-X ergibt sich ==> (A-IT-A)-x=0.

(d.h. Systematrix A bildet Zustandsraumkoordinatensystem mittels A  auf sich
selbst ab)

Losung fur x = 0 existiert nur wenn charakteristische Gleichung

det(A-I-A) =0 bzw. ausflhrlich
Wra A"+ tachta, = 0.
Losung liefert n Eigenwerte 2, , i=1,2,...,n

Theorem von Cayley Hamilton:
Jede quadratische (n x n)-Matrix A erfullt ihre eigene charakeristische Gleichung.

3.1.2 Eigenvektoren

Zu jedem System mit n Eigenwerten A, gibtes n Eigenvektoren v.. Sie erfillen die
Gleichung

Wichtige Eigenschaft:
Bei einfachen Eigenwerten sind die Eigenvektoren v,, ..., v, linear unabhangig.

Analyse im Zustandsraum —P| 3-1
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3.1.3 Steuerbarkeit

Definition:

Ein System heil3t vollstandig steuerbar, wenn der Zustandspunkt x(t) durch die
geeignete Wahl der EingangsgrofRe u(t) aus einem beliebigen Anfangszustand
x(t = 0) = x, in endlicher Zeit t, nach x(t,) = 0 Gberfihrt werden kann.

Steuerbarkeitsbedingung: Steuerbarkeitsmatrix

Qs=[ B AB .. A“”-B}

mufd Héchstrang n besitzen.

x(ty = 0) = x,

x(t,) = 0 X,

X3

Analyse im Zustandsraum —» 3-2 —P
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3.1.4 Beobachtbarkeit

Definition:

Ein System heil3t vollstandig beobachtbar, wenn durch Messung der Ausgangsgrofe
y(t) Uber eine endliche Zeit t, der Anfangszustand x(t = 0) bei gegebener

Eingangsgrofle u(t) eindeutig bestimmt werden kann.

Beobachtbarkeitsbedingung: Beobachtbarkeitsmatrix

C
C-A
QB =
C. Anfl
muf Hochstrang n besitzen.
A*
x(ty = 0) = x,
o

x(t,) = 0 5

X2

Analyse im Zustandsraum —>» 3-3 |—>
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3.2 Strukturanalyse, Transformationen

Durch gezielte Wahl des Zustandskoordinatensystems wird formale Struktur
beeinflul3t, ohne die dynamischen Eigenschaften des Systems zu verandern.

Ziel: gunstige formale Modellvoraussetzungen fur Analyse- und Syntheseschritte
schaffen

(z.B.: Prufung der Steuerbarkeit, Beobachtbarkeit; Regler-, Filter- und
Beobachterentwurf)

Allgemeine lineare Transformation

xp(t) = T -x(t) > x(t) = T - xp(t)
Transformationsmatrix
Voraussetzung fur Existenz: det(T)=0

Zustandsgleichungen des transformierten Systems

xp = T % A;=T-A-T
~T-A-x+T-B-u B; = T-B
=T-A-T' -x.+T-B-u C,=C-T'
y = C'T_1~XT+D'U
= Cr-xp+Dg-u

Eigenschaften
det(A-I-A) =0 entspricht  det(A-I1-Ap) = 0

Invarianz der Eigenwerte ist bei linearen Transformationen immer gesichert!

wichtige Normalformen: Jordan-Normalform (Modalkoordinaten)
Regelungsnormalform
Beobachtungsnormalform

Analyse im Zustandsraum —P| 3-
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3.2.1 Jordan-Normalform

(Entkopplungsnormalform: ==> Modalkoordinaten)
Transformation x; =T, x
: e I -1
Transformationsvorschrift: T,=V = |:Vl vy .. Vn:|

v; sind die n Eigenvektoren. Es ergibt sich das Zustandsraum-Modell in Jordan-
Normalform (Modalkoordinaten: Zustandsdgin sind entkoppelt)

-—->
X, =T,-A-T, -x,+T,-b-u
A, 00 ... 0 b
_ 102 0 .00 X+ b; u
0 0 0 ...4 by,
y = cT-TEI-xJer-u
= |:CJ,1CJ,2"' CJ,YJ.XJ—’_d'u
Existenz nur gesichert, wenn Eigenvektoren linear unabhangig! ==> Nur moglich,

wenn die n Eigenwerte A, verschieden sind.

==> det(T,)#0

Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitskriterien (Gilbert, Hautus)

Steuerbarkeit:
Ein System ist dann vollstandig steuerbar, wenn kein Element b, ; verschwindet.
(Jede Zustandskoordinate wird von u angesteuert)

Beobachtbarkeit:

Ein System ist dann vollstandig beobachtbar, wenn kein Element ¢; ; verschwindet.

(Jede Zustandskoordinate aus y bestimmbar)

Analyse im Zustandsraum —P| 3-
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Strukturbild

Jordan Normalform (Modalkoordinaten)

;(J,1(0)
— by [O> X Cy 1
=
X;,2(0)
* XJ,2

| bJ,Z »E j» Cy2l
u(t) Ay

*\v (}»y(t)
2k A

Analyse im Zustandsraum —| 3-6
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3.2.2 Regelungsnormalform

Transformation xg = Ty -x
t
t - A
Transformationsvorschrift: Ty = . A2
.
t) A"

mit ¢, =[00.. 01] Qs

t? entspricht der letzten Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix le

Es ergibt sich das Zustandsraum-Modell in Regelungsnormalform

0 1 O 0 0
1o o 1 et | 0]
...... 1
—3p TAp “Ay ... T8y 1
-1

‘a; .. by -ba, | Xgtb,-u

a,  sind die Nennerkoeffizienten der Ubertragungsfunktion G(s)

b,  sind die Zahlerkoeffizienten der Ubertragungsfunktion G(s)

Analyse im Zustandsraum
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Strukturbild

Regelungsnormalform

X n(0) bn.1-an.1 by

XR,n—1(O)

O

T

bn—2 -dp.2 bn

* XR,n-1 T

An-1 an-2
O= OC=

Analyse im Zustandsraum
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3.2.3 Beobachtungsnormalform

Transformation

Transformationsvorschrift: Ty = |:t1 At ... AM! .tJ

t, entspricht der letzten Spalte der inversen Beobachtbarkeitsmatrix Q_B1

Es ergibt sich das Zustandsraum-Modell in Beobachtungsnormalform

-—> X‘B:TB'A'TB'XBdl—TB'b'u

0 0 0 .. —a b,—b, 3,
100 .. —a by —b,-a
=01 0 .. -a, | Xt b,-b,-a, u
_0 0 1 _anfl_ bnfl_bn'anfl

y = cT-Tgl-xB+d-u

=lo 0 0 .1 xg*+b,-u

a,  sind die Nennerkoeffizienten der Ubertragungsfunktion G(s)

b, sind die Zahlerkoeffizienten der Ubertragungsfunktion G(s)

1

Analyse im Zustandsraum —P>
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Strukturbild Beobachtungsnormalform
by—b,-a, XB,1(0) b, —b,-a, XB,2(O) b, 1—by-a, XB,n(O)
i * XB,1 i * XB,2 i * Xp, y(t)
&_> =0 > — —0O > >CA)—>
w T T
Ao aq Ap_1
>
Analyse im Zustandsraum —P 3-10 —P»
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3.3 Losung der Zustandsgleichung

Allgemeines System n-ter Ordnung

System-Differentialgleichung: Lésung im Bildbereich:

x=A-x+B-u X(s) = (s-1-A) " -x,+(s-1-A) " -B-U(s)

®(s) X+ @(s) - B U(s)

y=C-x+D-u
Anfangsbedingungen
X(ty) = Xq
Rucktransformation
Losung im Zeitbereich: <================================

x(t) = Xy T X
L {®(s)} - xp+ L7 {D(s)} - B* L {U(s)}

Xy - Homogene Losung
x; : Inhomogene Losung (Partikulare Losung)
* : FALTUNGSPRODUKT

Mit der (n x n)-Transitionsmatrix (Fundamentalmatrix)

A(t-t)

D(t, ty) = e =L {®O(s)} = L' {(s-1-A) "}

t
28 Xy + J-(eA.(t_T) -B-u(1))dt

to

A-(t—
=> x(t) =¢

bzw. fir den Ausgang

X, + [(C- e DB u(r))dt+ D u(t)

to

v = .M

Analyse im Zustandsraum —P 3-11 —P»
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Mit der Reihenentwicklung

a~(t7t0)_ t 2t
e —1+a-1!+a-2!+...

kann die Transitionsmatrix ®@(t, t,) elementweise als konvergente Potenzreihe

entwickelt werden.

-->  Naherungsweise Berechnung mit Digitalrechner leicht mdglich.

Andere Darstellung der homogenen Lésung

}‘l't }“n' _ i
+...+k'V'e _Z_l(klvle )

mit

den Eigenvektoren v, und den Parameter k; = w,

i " Xp

aus den Linkseigenvektoren w;

wi
= v inverse Matrix der Eigenvektoren

Analyse im Zustandsraum —P>
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3.4 Stabilitat

Def.: Die Ruhelage x; eines Systems heifl3t stabil, wenn der Zustandspunkt x(t) far
alle
Zeiten 0 <t < oo in einer beliebig engen Umgebung der Ruhelage x; bleibt.

Ruhelage:

--> B'UR:—A'XR
==> X = A-(X—Xxp)

Ubergang zu den Abweichungen

Il
.

Z = X—Xp --> Z

==> z = A-z Homogene Dgl. der Stérung

Ergebnis:
Stabilitat ist reine Systemeigenschaft (nur von A abhangig)
Stabilitatsanalyse nur an homogener Differentialgleichung: Eigenwertanalyse

Stabilitatskriterium (Ljapunov) )

Liegen samtliche Eigenwerte eines Systems (Pole der Ubertragungsfunktion) links
der imaginaren j-Achse (nur negative Realteile sind vorhanden), so ist das System
stabil !

(--> Samtliche homogenen Lésungen verschwinden fir t — o)

Analyse im Zustandsraum —P 3-13
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4 Synthese im Zustandsraum

Syntheseproblem

Forderungen:
- FUhrungs- und Stdrverhalten (stationar genau: y = w)
- Stabilitat

4.1 Zustandsruckfuhrung uber Zustandsregler

Eingangsgrole
Allgemein: Spezialfall: (p = 1)
u = -R-x(t) +ug u=—rT-x(t)+uS

R: Reglermatrix (p xn)

Strukturbild

w ug u X X |
:IV:BQ:D/B _|/C:|:E

Vorfilter :
|
| A
|
Lo e
R L
Zustandsregler
Geschlossenes System
Xx=(A-B-R)-x+B:-V.-w = Ag-x+Bg~w
y=(C-D-R):x+D-V.-w = Cg-x+Dg-w

Frage: Wie wird die Reglermatrix R und die Vorfiltermatrix V bestimmt ?

Synthese im Zustandsraum — | 4-
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Bestimmung der Vorfiltermatrix V

Endwertsatz der L-Transformation

limy(t) = w lims-Y(s) =w

t—> o s—>0

lims- G(s) - Ug(s) = w

s—=>0
lim G(s)- lims-Ug(s) =w
s—>0 s—>0 —
ug(t— o)
--> G(s=0) ug(o) = w
Bedingung: ug() = G_I(O)-w =V.-w
mit Vorfiltermatrix: V =[(C-DR)-(B- R—A)_1 -B+D]_1

Speziell fir D = 0 :==> V = [C-(B-R—A) ' -B]_1
==> 1. Forderung

y =W Stationare Genauigkeit erfullt!

==> 2. Forderung

Bestimmung der Reglermatrix R so, dal’ die Eigenwerte der Systemmatrix A-B - R

bzw. die Pole der Ubertragungsmatrix G(s) des geschlossenen Systems und damit
die Dynamik des geregelten Systems gezielt beeinflul3t werden.

--> verschiedene Reglerentwurfverfahren

Wichtig: Stabilitat muly garantiert sein (Lage der Pole bzw. Eigenwerte)

Synthese im Zustandsraum —| 4-2
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4.1.1 Polvorgabe-Regler

Ausgehend von der Regelungsnormalform ( EingroRen-System p=1,q=1)
Xp = Ag-Xgtbp-u mit quE-xR

--> Systemmatrix des geschlossenen Systems

O 1 0 . 0 0
o o 1 ... ...

...... O e e e
—ap —a; —ay ... 8, 1

charakteristisches Polynom
-1
> "4 (a, | +1R,)" s L+ (a; +1Ry) - s+ (aytrR))

aus Polvorgabe: vorgeschriebenes Polynom

-1
--> sn+pnfl-sn +...+py-stpg

Koeffizientenvergleich:

rITaz[po_ao pip—ap ... pnfl_anfl:|

Fur allgemeines System gilt

= T T T .n-1
r [(Po_ao)'H +(p,—a;)-t, - A+...+(p,_,—a, )t -A" } bzw.

n-—1 n

r = po-t?+p1-t1T-A+p2-t?-A2+ +pn71-tF1F-A +t1T-A

mit t? als letzte Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix le

Praxis Diskussion: Wohin sollen Pole gelegt werden ?

- instabile Pole (positiver Realteil) in negative Halbebene verschieben

- nur dominante Pole so weit nach links als n6tig verschieben

- extreme Schnelligkeit (weite Linksverschiebung) ->Gefahr der Ubersteuerung
(Stellgliedbegrenzung bedeutet Nichtlinearitat)

- Pollagen-Optimierung Uber Zeitsimulation vornehmen.
(eventuell interaktive Kombination mit anderen Entwurfsverfahren
z.B. Riccati-Entwurf)

Synthese im Zustandsraum —| 4-3
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4.1.2 Riccati-Regler

Ziel: Minimierung eines quadratischen Gutemales J
(Minimierung der ,Kostenfunktion® eines geregelten Zustandstibergangs
von x,(t,) nach x,(t,) entlang der Trajektorie im Zeitintervall[t,, t;])

Gutemale:

I, =

NI—

2 2
@ X0+ Gy X (D)
0
1 2 2
J, = E-j(sn up (D) + sy un ()t
0

J:

N I—

Je Q- x()+ul () - S u(t)dt
0

mit Q = diag(q;;, ..., q,,) uUnd S = diag(s, ..., Spp)

Minimierung von J(R) Uber die Bedingung:

fUhrt zu einer (n x n)-Parametermatrix P die durch Lésung der algebraischen Riccati-
Gleichung

P-B-S' -B".P-P.A-A"-P-Q=0
bestimmt werden mulf3.

==> Reglermatrix R = s'.gT.p

Praxis
Diskussion: Wie Gewichtungsmatrizen Q und S wahlen?

- Besetzung nur auf Hauptdiagonalen (Nebenelemente alle Null)
- Nur die relative Gewichtung hat EinfluB®
- optimierung des Ubergangverhaltens durch Variation der Gewichtungsfakto-
ren
(eventuell Kombination mit Polvorgabe)
Stellgliedbegrenzung beachten (Nichtlinearitaten)

Synthese im Zustandsraum — 4-4
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4.1.3 Deadbeat-Regler

Entwurf und Realisierung nur am Abtastsystem maglich

Ziel: Steuerfolge u[1], ..., u[k] so wahlen, dal® Fihrungsgrofe in minimaler Einstell-

zeit
t. = n-T erreicht.

Diskrete Regelungsnormalform

-—> XR[k +1] = Fy - XR[k] +8r- ulk]

0
= xplk]+ | O] - ulk]
£y —f, —f, ... —f,_, 1

> Xplk+1] = xg,[k]
Xpolk +1] = xp;5[k]

Xpn_ Lk + 1] = xg,[K]
Xpolk + 11 = —fo - xp [k1— ... = £, | - xg,[K] +u[K]
aus der letzten Zeile folgt:
Xpolk+1]1 =0 far ulk] = fy-xg [k]+...+f, |- xg,[k] +u[k]

[fo oo £ | - xRIK]

T
= —rg - Xg[k]

==> rR = |:—f0 _fn—l]

Nach n Steuerschritten bzw. nach der Zeit n- T ist
T n
xp[k+n] = (Fg—ggr-rg) =0

Charakteristische Gleichung: P(z) = z" = 0 --> samtliche Pole z,=0

Anwendung auf allgemeines System:

Spezielle Polvorgabe des geschlossenen Abtastsystems P(z) = z" = 0

Synthese im Zustandsraum —| 4-5
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T T n
==> r =t1.F

mit tf als letzte Zeile der inversen Steuerbarkeitsmatrix le

Praxis
Diskussion bzw. Prifung der Anwendbarkeit

- Praktisch nur an asymptotisch stabilen Systemen anwendbar (Schwer bzw.

praktisch nicht anwendbar bei oszillatorischen, schwach gedampften oder instabilen

Systemen)

- Meistens grof3e Empfindlichkeit bei Modellungenauigkeiten

- Optimierung durch Variation der Abtastzeit (kurzere Abtastzeit ==> schnellerer
Ubergang ==> groRere Stellenergie: Stellgliedbegrenzung beachten.)

Synthese im Zustandsraum —| 4-6
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4.2 Ausgangsruckfuhrung liber Zustandsbeobachter

Problemstellung:

Bei vollstandiger Zustandsrickfihrung missen samtliche Zustandsgréfien verfigbar
sein, d.h. praktisch gemessen werden.

--> Haufig nicht oder nur mit hohem Aufwand maoglich!

Abhilfe:
Ausgangsruckfuhrung Uber Beobachter (Luenberger, Kalman)

-|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
]
I

X % X
I N BN BN BN B B B . I I BN BN BN B B B .

:
! |
| |
| , o
| I !
: | Beobachter (— yI :
| AT R A Y " M gy
: 1| |s=@A-L.C)x+B.u+L-y /—\'J:
| 1 Ly
| 1 I
| I N C B’
| I I
L (— — — — — e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e — A

Beobachter: x=(A-L-CO)x+B-u+L-y , y=C-x ist

Streckenmodell mit Ausgangsfehlerrickfuhrung

--> Schitzwerte x(t) des Zustandsvektors x(t)
--> Zustandsregler

Ergebnis
==> dynamischer REGLER

Ausgangsruckfuhrung Uber:
Zustandsbeobachter und Zustandsregler

Synthese im Zustandsraum —| 4-7
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Funktioniert nur, wenn Schatzfehlerdynamik schneller als die Eigendynamik des
geschlossenen Systems. ==> x(t) = x(t)

--> Beobachterentwurf mul} dies garantieren

Gleichung des Beobachters

==>| x=(A-L-C)-x+B-u+L-y = Ag-x+Bg-u+L-y| mit

Az = A-L-C Beobachtersystemmatrix,
By = B Beobachtereingangsmatrix,

L Beobachtermatrix.
Schatzfehlerdynamik
X=X X=Ax+B-u-(A-x-L-C-x+B-u+L-y)

= (A-L-C) -x
%K_J

Dynamikmatrix des Schatzfehlers
--> Eigenwerte z.B. durch Polvorgabe festlegen

Wohin Eigenwerte legen ?

links von Systemeigenwerten: Schatzfehler schneller als Zustandsanderung
->x =X fur t->o0

Ausgehend von der Beobachtungsnormalform

00 0 —a, by
| 1 0 0 —a, bg, 5

-> xg=Tg-A-Tg -xg+Tg-b-u= |09 1 0 .. —a, |"XgT |bg 3| U
_O 0 l_anil_ an

T ol
yp=¢ Ty xg+d-u= [000 l:I'XB+d'

c

Synthese im Zustandsraum — | 4-
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000 .. —a,—1,
100 .. —a -l
T

00 ..1-a I

n|

--> Charakteristisches Polynom des Beobachters
"+ (a,  t1) st (e L) s+ (ap+])

Koeffizientenvergleich mit gewiinschtem Polynom
sn+pnf1 s +p,-s+p

==> Beobachterrickfihrung

Po— 39

1 = P =3

Pno17 3

Fur allgemeines System gilt

n—1

mit t, als letzte Spalte der inversen Beobachtbarkeitsmatrix le

Synthese im Zustandsraum
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4.2.1 Analogie zwischen Regler- und Beobachterentwurf

Es kdnnen die gleichen Entwurfswerkzeuge (Polvorgabe, Riccati) sowohl fur den
Regler als auch den Beobachterentwurf verwendet werden. Folgende Grolien ent-
sprechen sich formal und kénnen jeweils benutzt werden.

Reglerentwurf Beobachterentwurf
: T
A entspricht A
. T
B entspricht B
, T
C entspricht C

Separationstheorem
homogenes Gesamtsystem geschlossen darstellbar

I-[ A oSl

Charakteristische Gleichung

s-1-A B R _ o
L-C s-I-(A-L-C-B-R)
s-I-A+B-R B R

=0
s-1-A+B-R s 1-A+L-C+B-R

s-I-A+B-R B-R -0
0 s - I-A+L-C
s-I-A+B-R|-|s-I-A+L-C|] =0

==> Die Eigenwerte des ohne Beobachter geschlossenen Systems werden durch

den Beobachter nicht verschoben. Es kommen zusatzlich die Eigenwerte des Beob-
achters hinzu.
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4.3 Pl-Zustandsregelung

Systeme (n-ter) - Ordnung mit Stérungen und Modellungenauigkeiten

Pl - Regler

StérgroRenvektor

z(t)

System 3
X = Ax+bu+BZZ|-

<

Problem : Storgrofien fuhren im allgemeinen zu stationaren Regelabweichungen der
Ausgangsgrofe bei reiner Zustandsregelung nach Kap. 4.1

==> Abhilfe: PI - Zustandsregelung (gemaR Strukturbild)

Reglerentwurf:

Erweiterung des Zustandsvektors um zusatzliche Zustandsgréflie e des Pl - Reglers

--> zusatzlich Zustandsdifferenzialgleichung ¢é = w—-y = w— ¢ x

Es ergibt sich die erweiterte Zustandsdgl.:

33 B O

Zustandsregelung fur erweitertes System mit:

Reglervektor r'  wird z.B. durch Vorgabe von (n+1) - Eigenwerte mit char. Poly-

nom

Synthese im Zustandsraum
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fur geschlossenes System bestimmt. Dynamik des erweiterten Systems mit Pl - Reg-

ler ist damit definiert festgelegt. Aus r' sind nun zu bestimmen L % r;:

t . . . t t
Aus U= -r -xtr,-etr-e mt e=w-y=w-¢:-x=-c¢-X

B t t far w=20
= —(rx+rp-c)-x+rl-e

— t t X
- _|: rx+rp'c Py _rI :|'
—_— e

~t
|— r = [r,1,...,1,]

oo
e e

~t t t
==> r =rx+rp~c -—> ry=r-r,-c

Aus Bedingung fur stationaren Zustand ergibt sich im Frequenzbereich

Y(s) = r,- G(s) -W(s) =1, ¢ (sT=A) - b-W(s)
‘ L

Grenzwertsatz der Laplace - Transformation
N

Streckenubertragungsfunktion

y(@) = 1,¢-(~A7) b -w()

=1

. _ -1 _ -1
r; = rt+(ct-A 1-b) ¢ = [rl,rz,...,rn]+(ct-A 1-b) -

o]
j— t ' p— t p—
n=-r-| | =-rm+l) =-r,,
0 |_ ¢
) (n+1) - tes Element von r

Synthese im Zustandsraum —P| 4-12
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4.4 Entkopplungsregelung dynamischer MehrgroRensysteme

Ausgangspunkt: Dynamisches MehrgroRensystem ==> Mathematische Modelle

Modellbildung eines Technischen Prozesses

Systemdefinition zy oz
L StérgréflRen

Bestimmung der

Systemgrenzen
Engangs-\,

grolien
Physikalischer
Prozess
Up

Ausgangs-
groélen

Y1

Technisches
System

Yq

p Anzahl der Eingangsgrofien
g Anzahl der Ausgangsgrofien

M°dec:"e"““9 r Anzahl der StérgréRen
e n Anzahl der ZustandsgroéRen (Systemordnung)

Zeitverhaltens

Anfangszustand
Xo(to=0)

v Storvektor
2(t) e— Ausgangsvektor

Systemzustand x(t)

(X1, Xn) t
Mathematische Zustandvariabl _> y(®)
‘ Modelle I n - Zustandvariablen
u(t) »

Zeitbereich Eingangsvektor

= f(x, u, z, t)
= g(Xa u9 Za t)

x(t) = A-x(t)+B-u(t) +B, - z(t)
y(t) = C-x(t)+D - u(t)

Zustandsgleichungen nichtlinear

linear

Laplace Storvektor Stor-
- Ubertragungsmatrix
. Z(s —>
Transformtion () G,(s) Ausgszlgisvektor
Y(s

Frequenzbereich

Ubertragungsmatrix

U(s) » G(s)

Eingangsvektor

Ubertragungsgleichung Y(s) = G-U(s) + G, Z(s)

Synthese im Zustandsraum
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4.4.1 Lineare Ausgangsentkopplungsregelung im Zustandsraum (Zeitbereich)

Annahme: keine StorgrofRen vorhanden
Aus Zustandsraummodell:  x(t) = A - x(t) + B - u(t)

y(t) = C-x(t)+D - u(t)

Wahl der Stellgrofe: u(t) = -R -x(t) + V - w(t)
Reglermatrix  Vorfiltermatrix

Mit R Reglermatrix und V Vorfiltermatrix ==> Gleichung des geregelten Systems:
x(t) = (A-B-R)-x(t)+B-V-w(t)
y(t) = (C-D-R)-x(t)+D - V- w(t)

Ziel der Regelung: Wahlvon R und V so, dass die einzelnen Ausgange y;(t),i=1...q
entkoppelt sind und sich jeweils nur Uber die entsprechende FlhrungsgrofRe w;(t)
beeinflussen lassen. Es entsteht dann das folgende entkoppelte Gesamtsystem

Gesamtsystem
FlihrungsgroRen ;‘ ______________ '; Ausgangsgrofien
W (1) e 1. Untersystem —3 y,(t)
| n4 - ter Ordnung [
I [
I I
t) —— 2. Untersystem P V(1)
W2( ) | n, - ter Ordnung : 2
| o |
I ° I
| ° |
I I
I I
t) —t q - tes Untersystem » vy (1)
Wq( ) | ng - ter Ordnung : d

Bestimmung von R und V erfolgt schrittweise.
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1. Schritt:

Entkopplung der Ausgange durch Zustandsvektorriickfiihrung

Existiert mit dE = 0' kein Direktdurchgriff der Eingangsgrof3e u(t) auf die einzelnen
Ausgange y;(t) wird jeder Ausgang gemaf}

(5) (t) =

%,_J

y, (O =

t(l)

%/_/
‘ x(t) +

x(t) + ¢;A

(0 Bu(t)

%/—/

d"" u(n

solange differenziert (5, - mal) bis d "% 0 wird. Mit der Differenzordnung §, ist damit

bekannt auf welche Ableitung des jeweiligen Ausgangs y;(t) die Eingangsgrofe u(t)
direkt einwirkt. Es laf3t sich nun ein neues Ausgangsystem

5, IRG G- T [
( )(t) lA( ) ctA(l )B ¢, t d, t
8 8 8, * *
. ;2)(0 ZA( 2) 2A( 27 I)B cz t dz t
y (t) = = x(t) + u(t) = x(t) + u(t)
8, 8 8 * *
§¢ )(t) CEIA( 2 c;A( Vg <, t 4, t
L i L ]
C D
Y () =C x(t)+D" u(t)
definieren mit der neuen Durchgriffsmatrix
d, "
* t .. _
. d, t . d, fir §,=0
D = bzw. den Zeilenvektoren d t=
81
A UB fir 5,50
*t
d
-9 i=1,...q
Steuert man nun diese Ausgangsgleichung mit
* —1 *
u(t) =-(D ) -C -x(t)
* * * * —1 *
an, verschwindet yt)=C x(t)-D (D) -C -x(t) =0

Synthese im Zustandsraum
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Mit dieser Ruckfuhrung des Zustandsvektors werden die einzelnen Ausgange y;(t)
unabhangig voneinander und damit entkoppelt. Vorausgesetzt ist dabei die Existenz

* —1
der Inversen (D ) ==> Entkoppelbarkeitsbedingung

2. Schritt: Festlegung der Dynamik der Untersysteme

Im 1.Schritt wurden durch die Wahl der Stellgrofie u(t) = — (D*) L c . x(t)
zunachst nur die Ausgange entkoppelt ohne damit die Dynamik der entkoppelten Aus-
gangsuntersysteme zu beeinflussen. Um nun den einzelnen Ausgangsuntersysteme
eine frei wahlbare Dynamik verleihen zu kénnen, wird die Stellgroe erweitert zu

ut) = —) - x®) —@) M -x()
ug(t) up(t)
Entkopplung Eigendynamik

Die Eigendynamik der geregelten Ausgangsuntersysteme wird nun mit der Vorgabe
der Polynomkoeffizienten o, der gewiinschten charakteristischen Polynome P.(1;,)

d;- ter Ordnung der (q x n) - Matrix

* ¢
m,
t ..
%t 0 fir §;=
* m2 . . * ¢
M = _ mit den Zeilenvektoren m; = =
(& —1) t k .
o CA fir 6,>0
.y k=0
Mg

festgelegt. Fir jedes i-te Ausgangsuntersystem §, -ter Ordnung sind also 3, - Eigen-

werte %; ..., A; 5 flrdas i-te charakteristische Polynom
o Siit o0
k _ 1 gl s > s Vi1
vorzugeben.
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3. Schritt: Bestimmung des Vorfilters

Das Vorfilter V ist nun so zu bestimmen, dass die stationare Fihrungsgenauigkeit
jedes Ausgangs y;(t) bei Vorgabe der jeweiligen FuhrungsgroRRe wi(t) gewahrleistest

wird. Mit der (g x q)-Diagonalmatrix

Hip 0 0
L = 0 puyo

0 . 0

|0 0 Bgq

und der Erweiterung der Stellgrofle
u®) = —d) -Cx) ) M -x() + D) L-w)
ug(t) up(t) ug(t)
Entkopplung Eigendynamik Flhrungsgenauigkeit

—_ ) .Y M x@+ D)L w(t) = —R-x()+ V- w(b)
(D) L
R v

lassen sich die Hauptdiagonalenelemente der Matrix L bestimmen. Mit der nun voll-
standigen StellgroflRe ergibt sich fur den i-ten Ausgang

vy =C x+D [ -d) ¢ x)-d) M x)+ (D) L-wt)] =
— _M -x(t)+L-w(t)
bzw. komponentenweise

(3)

i

= —my - X(t) + ;- wit)

FurdenFall 5, = 0 gilt: y,(t) = p;; - wi(t) ==> Hy =1

Wenn §,>0 ist, ergibt sich

(8;) t t t,0,—1

t t t
= — 0p¢X(t) — 0 GAX() — ... — 0 5 1€

8- 1
A X(t) +py;-wi(t) =

() 6i—-1) )
=y; (OF Qi 5,-1Yi () +...+ & yi(t) + ®io- yi(t) = ;- wi(t)

Fir diese Falle wird der stationar genaue Zustand erreicht far Hi = ¢
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4.4.2 Nichtlineare Ausgangsentkopplungsregelung im Zustandsraum

Ausgangspunkt der Reglersynthese: Nichtlineares Zustandsraum-Modell
x = f(x,u,t) (Zustandsvektordifferentialgleichung),
y = g(x,u, t) (Ausgangsvektorgleichung).
Zusatzliche formale Forderung: Lineare Ankopplung der StellgroRe
X = a(x,t)+B(x,t) - u(t)

y = e(x,t) +D(x,t) - u(t)

Ziel: Nichtlinearer Regelvektor

r(x, w,t)

==> Nichtlineares MehrgroRen - Regelsystem

. u(t) (1) O y(t)
r(x,w,t) o f(X,U,t) —» |

—>> 9(%,u,t) | =g
= -
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Verhalten: q entkoppelte Untersysteme der Ausgange mit jeweils frei wahlbarer
Eigendynamik

Gesamtsystem
FihrungsgréRen ;‘ ______________ 7 Ausgangsgrofen

I
W (t) e 1. Untersystem — Y, (1)

| n4 - ter Ordnung

I
I

I I
W, (t) —— 3 2. Untersystem —|> ¥, (1)

n, - ter Ordnung

ng - ter Ordnung

I
I
I
I
I
Wq(t) — > q - tes Untersystem —:> yq(t)
I

Die Bestimmung von r(x, w, t) erfolgt schrittweise.

1. Schritt: Entkopplung der Ausgange durch Zustandsvektorriickfihrung

Existiert mit df = 0' kein Direktdurchgriff der Eingangsgrof3e u(t) auf die einzelnen
Ausgange y;(t) wird jeder Ausgang gemal} der Anwendung der Differentiationsregel

$(0) = Se(x, 0]+ =[e(x, DI

so oft differenziert bis erstmals die entsprechende Ableitung direkt vom Eingang
beeinflul3t wird. Die Ordnung der gefundenen Ableitung entspricht der Differenzord-
nung J; des i-ten Ausgangs y;(t).

Dieser Schritt verallgemeinert: Mehrfache Anwendung des Differentialoperators

T
NSe(x,t) = aQtNlj\‘l(ci(x, t))+[a%N1;“(ci(x, t))} a(x, t)

mit dem Startwert
0
N, ci(x,t) = ¢(x,1)
auf die einzelnen Ausgange.

==> Bildung eines neues Ausgangssystems mit Direktdurchgriff der Eingangsgrolie
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(8,)
Y1

v = | .| =cx+D (x,Hu(t)

(3q)
q

Entkopplung der Ausgange yi*(t) i=1,..., durch Wahl der Stellgrofe:
u(t) = rg(x, 1) = D (x, 1) ¢ (x, 1)

Ergebnis:
v = (xt)-D (x, )D (x,t)e (x,t) = 0

Entkoppelbarkeitsbedingung: |D*|¢0 ==> D invertierbar !!!

2. Schritt: Festlegung der Dynamik der Untersysteme
Im 1.Schritt: Stellgrofle u(t) = —D*fl(x, t) - c*(x, t) ==> nur Ausgange entkoppelt
ohne die Dynamik der entkoppelten Ausgangsuntersysteme zu beeinflussen.

Frei wahlbare Dynamik der einzelnen Ausgangsuntersysteme durch die Erweiterung
der StellgroRRe

u) = -~ @) o ) mx
ug(t) up(t)
Entkopplung Eigendynamik

Eigendynamik der geregelten Ausgangsuntersysteme festgelegt mit der Vorgabe der
Polynomkoeffizienten o, der gewtnschten charakteristischen Polynome P.(1,.) §;-

ter Ordnung im g-zeiligen Spaltenvektor:

. 0 fir §,=0
* m; *
m = mit Komponenten m; =
' (&i-1)
S agNae(xt)  fir §;>0
. k=0
Mq
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Fur jedes i-te Ausgangsuntersystem 3, -ter Ordnung sind also §, - Eigenwerte

Aiq s A s fOrdas i-te charakteristische Polynom

0:

PM =T

k

5

8i—l
71(7\‘—7%,1()—()Li,o‘f‘OLi’l'?L‘f'...‘f‘(li’Siil?\, +7\4

vorzugeben.

3. Schritt: Bestimmung des Vorfilters fur stationare Genauigkeit

StellgroRe wird mit einem Term der FlihrungsgrofRe w(t) und der (q x q)-Diagonalma-
trix

g 0.0

L = 0 puyo
0 . 0
L0 O g

erweitert. Es ergibt sich fur die StellgroRe:

u®) = -d) o M) mxt) + D) L-w)
ug(t) up(t) ug(t)
Entkopplung Eigendynamik Flhrungsgenauigkeit

= (@) @) mx) + (D)L w(t) =1+ (Rg w(D))
m) L

r (t) = rg(t) +rp(t) Ry

==> Ausgangsgleichung mit der nun vollstandigen Stellgrofe:
Y@ =+ [-d) -0 m+®d) L-wb)] -

= - m*(x, t)+ L - w(t)

Es entsteht das entkoppelte Ubertragungsdifferenzialgleichungssystem

T
Sy = N (x, t)+[§(N§—1(cl(x, t))} B(x, 1) - u(t)
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T
Ve = Niegn 0+ [ SN (eg(x, )] Bx. 0 - u(v)

bzw.
(81) (8,-1) .
yi (Do 1Y, LM ey YO Fagg e y(t) = gy wi(h)
[}
[ ]
(8y) (84—1) .

Stationar genauer Zustand | y = w | stellt sich ein unter der Bedingung:

“ii = (xio i= 1,...,q

Strukturelle Darstellung des nichtlineare Entkopplungsentwurf

w(t) x(t) y(t)
- R, X = a(x,t) + B(x, t) - u(t) || c(X, 1) |l

rp(t) +rp(t) <
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4.4.3 Ausgangsentkopplung mit Ubertragungsmatrix (Frequenzbereich)
Annahme: keine messbaren StorgrofRen vorhanden ( Z(s) = 0)

Aus dem Ubertragungsmodell der offenen MehrgroRenregelstrecke im Frequenzbe-
reich

Y(s) =

I

S’ [_J(S)

wird fur Regelung die klassische Struktur des Standardregelkreises .

Regler Stellglied + Strecke

FUhrungsvektor
W(s) E(s)

Ausgangsvektor
Y(s)

Ubertragungsmatrix
Gs(s)

Reglermatrix

GRr(s)

Sensoren + Messglieder

Messvektor
Ywm(s)

-

aber mit MehrgroRenwirkungslinien (fette Wirkungslinien) gewanhlt.

Mit der StellgroRRe: U(s) = Gg(s) - E(s) = Gg(s) - [W(s) = Gy(s) - Y(s)]
%/_/ HK_J
Reglermatrix Messmatrix

==> Ausgang: | X(s) = | Gs(s)- Gu(s) - (1 + Gy(s)- Gg(s) - Gg(s) ) |- W(s)

Einheitsmatrix Gy(s) Ubertragungsmatrix
des offenen Regelkreises

= Gy(s) - W(s)

==> Daraus ergibt sich die Fihrungsubertragungsmatrix

Gy (s) = Gg(s) - Gy(s) - (1+ Gy (s) - Gg(s) - Gg(s)) '

mit den Regelkreisiibertragungsmatrizen (ausfiihrlich) und den entsprechenden Uber-
tragungsfunktionen als Matrizenelemente mit den jeweiligen Zeilenindizes (1.Index)
und Spaltenindizes (2.Index)
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(—}Rll gR12 © C—}qu (—}Sll C—}Slz © gSlp
(—}RZI (—}R22 s ’ (—}821 (—}822 C :
Gr®) = . . .. | GsG®)=| . . ... :
_(—}Rpl o Qqu _(—}Sql ' (—}qu_
Gy, 0 . . 0
0 Gy, O
GG = | . 0 Gy 0
0 0 Gyl

Da die Messrolien im allgemeinen nicht miteinander gekoppelt sind, ist die Messma-
trix G,,(s) nurin der Hauptdiagonalen mit den Ubertragungsfunktionen der q

MessgroRen besetzt.

Ziel der Regelung: Wahl der Regleribertragungsmatrix Gg(s) so, dass die einzel-
nen Ausgange Yj(s), i =1..q entkoppelt sind und sich jeweils nur Uber die entspre-
chende FuhrungsgroBe W(s) beeinflussen lassen. Es entsteht dann das folgende
entkoppelte Gesamtsystem aus unabhangigen Standardregelkreisen.
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Fiihrungs- Gesamtsystem Ausgangs-
grofien Ir 1. Regelkreis groflden

k1 |21 Gsu

o X1(S)

(@)

W, (s)

|
| G
Gy f———

2. Regelkreis

WQ(S) C—}KZ — QSZZ

» Y,(s)

Gy [——

q - ter Regelkreis

W, (s)

(@)

e [

Die Bestimmung von Gg(s) erfolgt schrittweise.

1. Schritt:

Entkopplung der Ausginge durch inversen Ubertragungsmatrix (_}S(s)fl

Voraussetzung: p =q Anzahl der Ein- und Ausgange ist gleich. ==>  G(s) ist
quadratisch.

Fur Gg(s) = gs(s)f1 ergibt sich im Vorwartszweig der Regelung

1 0 0 O
Y(s) = Gg(s)-Gg(s) " ‘Es)= |0 1 0 0l g
I 0 0 0 1

Einheitsmatrix
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sofern die Inverse (_38(5)71 existiert. Das Streckenmodell ist damit entkoppelt. Die

Ausgange sind also uber die Regelabweichungen am Reglereingang getrennt
ansprechbar
2. Schritt:

Fihrungsverhalten der Ausgéange durch Diagonalmatrix G (s) festlegen

Wird nun die Reglermatrix Gg(s) mit der Diagonalmatrix G (s) , die in der Haupt-
diagonalen die Ubertragungsfunktionen der Hauptdigonalen Gy, i1=1..q der
Streckenubertragungsmatrix enthalt, erweitert

QIS“ 0 . .0
0 (—}322 0
-1 -1
GR(S) = GS(S) ‘QD(S) = (_}S(S) ) 0 QS33 0
0 . . 0 quq

so besitzt nun jeder Ausgang das Streckenverhalten der Hauptdiagonalen-Ubertra-
gungsfunktionen der Ubertragungsmatrix des ungeregelten Systems.

3. Schritt:

Entwurf des Reglers fir jeden entkoppelten Unterregelkreis mit G (s)

Es wird nun die Reglermatrix Gg(s) mit der Diagonalmatrix G(s) , die in der
Hauptdiagonalen die Ubertragungsfunktionen Gg; ., i=1..q eines fir jeden Regel-

kreis auszuwahlenden Standardreglers ( P-, Pl-, PD- oder PID-Regler ) enthalt,
erweitert

Gy 0 . . 0] [Ge 0 0
0 Ggp 0 . . 0 Gy, O
-1 -1
Gr(s) = Gs(s) - Gp(s) - Gy (s) = Gg(s) - 0 Ggy 0 0 Gys0
0 0 C—}Sqq 0 QKq
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so kann nun fur jeden Unterregelkreis die gewlinschte Dynamik der jeweiligen Fih-
rungsubertragungsfunktion festgelegt werden. Die entstehende Fuhrungsubertra-
gungsmatrix Gy, (s) wird hier bei der Entkopplungsregelung im speziellen nur noch
in der Hauptdiagonalen mit den Flhrungsubertragungsfunktionen G, i=1...q

jedes Unterregelkreises besetzt sein. Das entkopplungsgeregelte Gesamtsystem
kann dann mit dem folgende Gesamtregelverhalten

Gy, O . . 0 |
0 Gy, O
Y($) = Gy(s) W) = | . 0 Gyy 0 . | W)=
) 0
L 0 0 (—}WCL
C—}KI'C—}SII 0 0
1+QK1'C—}SII'C—}M1
G, -G
0 Myt M¥s» 0
= 1+ Gy - Gepy - G - W(s)
0
0 0 (—}Kq'(—}sqq
L 1+(—}Kq'—sqq'C—}M1_

geschlossen zusammengefasst werden. Jeder Unterregelkreis kann flr sich durch

Optimierung der zugehadrigen Reglerparameter in seiner Dynamik nach gewlnschten
Vorgaben getrennt eingestellt werden.

Realisierungsprobleme der Entkoplungregelung

» Bei der Invertierung der StreckenlUbertragungsmatrix entstehen in der Regel Zahl-
erzeitkonstanten bzw. Zahlerpolynome hdéherer Ordnung die im Zeitbereich durch
das D-Verhalten (evtl. mehrfach) zu nicht beherrschbaren Stérempfindlichkeit fuhrt.

Haufig gentgt auch schon eine stationare Entkopplung, bei der dieses Problem
nicht mehr auftritt

» Bei vorhanden Totzeiten kdnnen nichtkausale Entkopplungsterme (positive Totzei-
ten) entstehen, die grundsatzlich nicht realisierbar sind.
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5 Simulation

5.1 Abtastsysteme

Warum der Ubergang zum Abtastsystem?
-->  Simulation auf Digitalrechner
--> Echtzeitrealisierung der Regelalgorithmen

Abtastung des kontinuierlichen Verlaufes an diskreten Zeitpunkten mit konstanten
Zeitintervallen
(Diskretisierung --> Digitale Regelung, Abtastregelung)

T Abtastzeit (konstant)
xA

A
\

to 4 t L= i =
ty kT to+(k+ 1T

--> Annaherung des Verlaufes durch Werte Reihe x(t,), x(t,+T), x(t,+2-T), ...

Aus der kontinuierlichen Losung folgt fur die diskrete Berechnung zu aquidistanten
Zeitpunkten t, = 0,t; = t,+T,t, = t;+2-T =t,+T,... mitt—t, = T und

u[k - T] = konstant im Abtastintervall [k-T,(k+1) - T]

x[t, =T] = eA'T‘X[to]JFJ-(eA'[T_T]-B-u(r))dr

0
21

x[t, = 2T] = ™ 1. x[T] + [ (e
0

A BT g u(n))de

(k+ 1)1
x[(k+1)T] = e* Tox[kT]+ | (e MDT g yaydt k=0,1,2, ...
0
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mit der Substitution ® = 1 -k - T

T-x[kT]+e‘”-j(eA'Q-B-u(kﬂ@))d@

0

x[(k+1)T] = &

Da u(kT+0®) = u(kT) fur 0 <® < T innerhalb der Tastzeit konstant, kann das
Integral berechnet werden. Es ergibt sich:

T

x[(k+DT] = * T x[kT]+e* T- (=™ T). A B-u[kT]

oder in Kurzschreibweise

x[k+1] = T x[k]+* ") A - B - u[k]

bzw. in der Matrizenschreibweise:

Diskrete Zustandsdarstellung

x[k+1] = F-x[k]+G-u[k] F = SR 0(T) diskrete Systemmatrix
G = (eA'T—I) A B diskreteEingangsmatrix

y[k] = C-x[k]+D - u[k] C Ausgangsmatrix (identisch kontinuierlich)
D Durchgriffsmatrix (identisch kontinuierlich)

Fir zeitinvariante Systeme ist F und G fur eine konstante Abtastzeit durch
konvergente Reihenentwicklung naherungsweise berechenbar.

Wie Abtastzeit wahlen?

In Praxis gute Ergebnisse erzielbar, wenn T kleiner als das 0,1-fache der kleinsten
Systemzeitkonstanten
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5.2 Testfunktionen

Impulsantwort

Eingang: u(t) = d(t)

U(s) = L{s(t)} =
~>Y(s) = G(s)- 1

Rucktransformation

Ausgang: y(t) = g(t) -
Gewichtsfunktion

Sprungantwort

Eingang: u(t) = o(t) = { 0firt<0
1 fiirt>0

t

U(s) = L{o(t)} =

1

->Y(s) = G(s) S
Rucktransformation

Ausgang: y(t) = J'g(r)dr -

ty

1

»n |

Simulation
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1 Anhang

1.1 Abkurzungen

n Systemordnung

p Anzahl der Eingange
q Anzahl der Ausgange
t Zeitvariable

T Abtastzeit

Matrizen Grol3e BUCHSTABEN in Fettdruck
Vektoren kleine buchstaben in Fettdruck (immer Spaltenvektor)

.0 Transponierte GroRen (z.B. ¢ Zeilenvektor)
(.. Komplexe GroRen
(.. n-te zeitliche Ableitung
(..‘)_1 Inverse
A (n x n) - Systemmatrix (kontinuierlich)
B (n x p) - Eingangsmatrix (kontinuierlich)
C (g x n) - Ausgangsmatrix
D (q x p) - Durchgangsmatrix
F (n x n) - Systemmatrix (diskret)
G (n x p) - Eingangsmatrix (diskret)
L Beobachtermatrix
T Transformationsmatrix
Q Zustands - Gewichtungsmatrix
Qs Beobachtbarkeitsmatrix
Qq Steuerbarkeitsmatrix
R Regelungsmatrix
S Eingangs - Gewichtungsmatrix
b Eingangsvektor
' Ausgangszeilenvektor
1 Beobachtervektor
r' Regelungszeilenvektor
x(t) Zustandsgroflenvektor
y(t) Ausgangsgrolenvektor
u(t) EingangsgroRenvektor
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